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全涂层的可穿透腔体散射问题的解的存在唯一性

刘立汉
（重庆师范大学数学科学学院，重庆４０１３３１）

摘　要：利用变分法研究了全涂层的可穿透腔体散射问题的解的存在唯一性。首先，应用 Ｇｒｅｅｎ公式把微分方
程转化为积分方程后，由Ｒｅｌｌｉｃｈ引理和唯一延拓原理，证明了全涂层的可穿透腔体散射问题的解的唯一性。然
后，由ＤｉｒｉｃｈｌｅｔｔｏＮｅｕｍａｎｎ算子理论、迹定理、连续嵌入定理和ＬａｘＭｉｌｇｒａｍ引理，证明了全涂层的可穿透腔体
散射问题的解的存在性。
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　　声波和电磁波散射和反散射问题是近３０年来
应用数学中发展最迅速的领域之一，它是一个典型

的非线性不适定问题，其研究成果被广泛应用于诸

如几何物理学、雷达与声纳、地质勘探、生命科

学、材料科学、遥感技术、模式识别、信号 （图

像）处理、无损探伤、医学诊断 （ＣＴ）、工业控制
及经济决策等自然科学和工程技术中。因此，对声

波和电磁波散射和反散射问题数学理论与数值方法

的研究，引起了国内外许多学者的兴趣和关注，也

成为近年来一个非常活跃的研究热点，有关这方面

的详细综述见专著 ［１－６］。

现有声波和电磁波散射和反散射问题的研究，

大部分考虑的是经典的外部散射和反散射问题，即

入射波在散射体的外部，而且测量数据 （远场数

据或近场数据）也在散射体的外部，详细的综述

见专著 ［３］。然而，正如最近的文献 ［７－８］所
述，在无损探测的许多实际工业问题中，点源

（入射波）和测量数据 （散射波）均在散射体的内

部，由此产生了一类新型的研究课题：内部腔体散

射和反散射问题。由于散射波被困在腔体内部，它

会被腔体的边界反复反射，因此导致内部腔体散射

和反散射问题比经典的外部散射和反散射问题物理
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上更加复杂。根据腔体的物理性质，内部腔体散射

和反散射问题可分为如下两种类型：第一类是内部

不可穿透腔体的散射和反散射问题，第二类是内部

可穿透腔体的散射和反散射问题。

对于第一类模型，即内部不可穿透腔体的散射

和反散射问题，根据腔体的物理性质，有３种基本
边界条件：Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件、Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件
和阻尼 （ｉｍｐｅｄａｎｃｅ）边界条件。文献 ［８］于
２０１２年首先证明了 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下内部不可
穿透腔体散射和反散射问题的唯一性理论，并且利

用线性采样法来反演腔体的位置及形状。继而，文

献 ［９］又证明了阻尼边界条件下内部不可穿透腔
体散射和反散射问题的唯一性理论，也利用线性采

样法来反演腔体的位置、形状及其物理性质 （阻

尼函数）。随后，文献 ［１０］证明了混合边界条件
下内部不可穿透腔体散射和反散射问题的唯一性理

论，同样利用线性采样法来反演腔体的位置、形状

及其物理性质 （阻尼函数）。文献 ［１１］则利用分
解法来反演Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ和阻尼边界下内部不可穿透腔
体的位置、形状及其物理性质 （阻尼函数）。无论

是线性采样方法还是分解法，它们一个共同的前提

条件就是要排除内部特征值。然而，一般而言，散

射和反散射问题本身与内部特征值没有任何关系，

因此，这些方法对波数的要求显得有些多余。尽管

内部特征值是离散的，在特定的区间内至多有有限

个，但是当波数靠近这些特征值时，数值反演效果

会随之变差。于是，文献 ［１２］通过在原先散射
系统中人为引入一个带阻尼边界的障碍物，这样就

成功地排除了内部特征值。

线性采样法和分解法的优势在于不需要先验知

道腔体的物理性质及其尺寸大小，但不幸的是，这

些方法需要多点源的测量数据。如何利用内部单一

点源测量数据来反演不可穿透腔体的位置、形状及

其物理性质？文献 ［１３］在对腔体尺寸大小的限
制下，证明了由内部单一点源测量数据可以唯一确

定Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下不可穿透腔体的位置及形
状。文献 ［１４］利用分裂法 （ＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＭｅｔｈ
ｏｄ）研究了同样的问题，他们将原问题拆分为两
步，即首先利用测量数据构造散射场，然后根据边

界条件，利用入射场和已构造的散射场寻找边界，

其中第一步是线性不适定的，第二步是非线性适定

的，这样将原问题的两大难点 （非线性和不适定）

分裂开来。文献 ［１５］在对腔体尺寸大小的限制
下，证明了由内部单一点源测量数据可以唯一确定

阻尼边界条件下不可穿透腔体的位置、形状及其物

理性质 （阻尼函数）。

对于第二类模型，即内部可穿透腔体的散射和

反散射问题，目前这类问题的研究还很少。文献

［１６］于 ２０１４年首先证明了在传输边界条件下，
由内部多点源测量数据可以唯一确定可穿透腔体的

位置及形状，并利用线性采样法进行数值反演；文

献 ［１７］利用分解法研究同样的问题。对于更一
般的混合边界条件，文献 ［１８］基于外部传输特
征值问题的谱性质分析，证明了由内部多点源测量

数据可以唯一确定可穿透腔体的位置、形状及其物

理性质，并利用线性采样法的思路，分析点源的奇

异性，由此构造适当的指示函数，依次反演腔体的

位置、形状以及物理性质。本文我们将考虑传导边

界下可穿透腔体的散射问题。

１　全涂层的可穿透腔体散射问题
设ＤＲｄ，ｄ＝２，３是一个单连通的有界区域，

其边界Ｄ是Ｌｉｐｓｈｉｔｚ边界，并且设υ是Ｄ的单位
向外法向；同时，我们还假设在 Ｄ内是均匀介质，
而在 Ｄ外是非均匀介质。具体一点来说，在
Ｒｄ＼珚Ｄ内介质的物理性质用矩阵 Ａ和函数 ｎ来刻
划，其中矩阵Ａ是一个ｄ×ｄ对称的复值矩阵，它
的元素都属于 Ｌ∞（Ｒｄ＼珚Ｄ），函数 ｎ∈ Ｌ∞（Ｒｄ＼珚Ｄ）
满足对于所有ξ∈Ｃｄ，珋ξ·Ｒｅ（Ａ）ξ≥α‖ξ‖２，珋ξ·Ｉｍ
（Ａ）ξ≤０和Ｉｍ（ｎ）≥０，α是一个正常数，Ｒｅ（Ａ），
Ｉｍ（Ａ）分别表示复值矩阵中每个元素的实部和虚
部按原来元素顺序位置构成的新矩阵。此外，我们

还假设在Ｒｄ＼ＢＲ内，Ａ≡Ｉ，ｎ≡１，并且和Ｄ内介
质的波数一样，其中 ＢＲ是一个中心在原点、半径
为Ｒ的包含珚Ｄ的球。

在声波散射 （ｄ＝２）或电磁波散射（ｄ＝３）
时，Ｄ表示一个充满如空气等的腔体，并且设为波
数为ｋ的参考介质。设 Φ（·，ｙ）（ｙ∈ Ｄ）为入射点
源，定义如下：

Φ（·，ｙ）＝

ｉ
４Ｈ

（１）
０ （ｋ｜·－ｙ｜），　在Ｒ

２内，

１
４π
ｅｉｋ｜·－ｙ｜
｜·－ｙ｜，　在Ｒ

３{ 内

（１）
其中 Ｈ（１）０ 是０阶的第一型 Ｈａｎｋｅｌ函数。于是，考
虑这个入射点源导致的散射场 ｕｓ，使得在腔体 Ｄ
内，总场ｕ＝ｕｓ＋Φ（·，ｙ）满足

Δｘｕ＋ｋ
２ｕ＝δ（ｘ－ｙ），ｘ∈Ｄ （２）

而在腔体Ｄ内，总场ｗ满足
·Ａ（ｘ）ｗ＋ｋ２ｎ（ｘ）ｗ＝０，ｘ∈Ｒｄ＼珚Ｄ（３）

在边界Ｄ上，如下传导边界条件

ｗ－ ｕ＋ｉηｕ( )ｖ＝０和
ｗ
υＡ
－ｕ
υ
＝０ （４）

７３
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其中
ｗ
υＡ

＝υ·Ａｗ，曲面传导率 η＝η（ｘ）∈

Ｃ（Ｄ
－
）是用来描述薄的高传导的涂层的物理性

质［１９－２０］，它满足对于任意ｘ∈Ｄ，η（ｘ）≥ η０ ＞
０，η０是一个正常数。

最后，还有Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ辐射条件，其给定如下：

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒ
ｄ－１
２ ｗ
ｒ
－ｉ( )ｋｗ ＝０ （５）

它关于 ｘ^＝ｘｒ，ｒ＝｜ｘ｜一致成立。若写成在Ｒ
ｄ＼珚Ｄ

的总场ｗ和在Ｄ内的散射场 ｕｓ的形成，则如上的
散射问题可以表述为：我们求解 ｗ∈ Ｈ１ｌｏｃ（Ｒ

ｄ＼珚Ｄ）
和ｕｓ∈Ｈ１（Ｄ），它们满足

·Ａｗ＋ｋ２ｎｗ＝０，在Ｒｄ＼珚Ｄ内，
Δｕｓ＋ｋ２ｕｓ＝０，在Ｄ内，

ｗ－ ｕｓ＋ｉηｕ
ｓ

( )υ ＝ｆ，在Ｄ上，
ｗ
υＡ
－ｕ

ｓ

υ
＝ｇ，在Ｄ上，

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒ
ｄ－１
２ ｗ
ｒ
－ｉ( )ｋｗ ＝















 ０

（６）

其中ｆ Φ（·，ｙ）＋ｉηΦ（·，ｙ）[ ]υ
　
　Ｄ

和ｇ Φ（·，ｙ）
υ
　
　Ｄ

。

由文献［２１］可知ｆ，ｇ∈Ｈ－
１
２（Ｄ）。

２　解的存在唯一性
在这一部分，我们将证明全涂层的可穿透腔体

散射问题的解的存在唯一性。

２１　解的唯一性
定理１　 ［解的唯一性］散射问题 （６）最多

只有一个解ｗ∈Ｈ１ｌｏｃ（Ｒ
ｄ＼珚Ｄ）和ｕｓ∈Ｈ１（Ｄ）。

证明　假设 ｗ∈ Ｈ１ｌｏｃ（Ｒ
ｄ＼珚Ｄ）和 ｕｓ∈ Ｈ１（Ｄ）

是散射问题 （６）的齐次形式的解，即 ｆ＝ｇ＝０。
在ＢＲ＼珚Ｄ和Ｄ内利用 Ｇｒｅｅｎ公式和传导边界条件
（４），则有

∫ＢＲ＼珚Ｄ（珔ｗ·Ａｗ－ｋ２ｎ｜ｗ｜２）ｄｘ＋
∫Ｄ（｜ｕｓ｜２－ｋ２｜ｕｓ｜２）ｄｘ＝

∫ＢＲ珔ｗ
ｗ
υＡ
ｄｓ－∫Ｄ珔ｗｗυＡｄｓ＋∫Ｄｕ

ｓ
＿ ｕｓ

υ
ｄｓ＝

∫ＢＲ珔ｗ
ｗ
υＡ
ｄｓ＋∫Ｄ（ｕｓ

＿

－珔ｗ）１ｉη
（ｗ－ｕｓ）ｄｓ＝

∫ＢＲ珔ｗ
ｗ
υＡ
ｄｓ＋ｉ∫Ｄ １η｜ｕｓ－ｗ｜２ｄｓ

取上式两边的虚部，并且注意到 Ｉｍ（Ａ）≤０，Ｉｍ
（ｎ）≥０和η（ｘ）≥η０ ＞０，则有

Ｉｍ ∫ＢＲ珔ｗ
ｗ
υＡ
ｄ( )ｓ≤０

即

Ｉｍ ∫ＢＲｗ
珔ｗ
υＡ
ｄ( )ｓ≥０

由Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ辐射条件 （５）可知

０＝ｌｉｍ
Ｒ→∞∫ＢＲ ｗｒ－ｉｋｗ

２
ｄｓ＝

ｌｉｍ
Ｒ→∞∫ＢＲ ｗ

ｒ
２
＋ｋ２｜ｗ｜２＋２ｋＩｍ ｗ

珔ｗ
( )( )ｒ ｄｓ

于是

ｌｉｍ
Ｒ→∞∫ＢＲ ｗ

ｒ
２
＋ｋ２｜ｗ｜( )２ ｄｓ＝

－２ｋｌｉｍ
Ｒ→∞
Ｉｍ ∫ＢＲｗ

珔ｗ
ｒ
ｄ( )ｓ

从而

ｌｉｍ
Ｒ→∞∫ＢＲ｜ｗ｜２ｄｓ＝０

因此由文献 ［１］中的Ｒｅｌｌｉｃｈ引理可知：在Ｒｄ＼珚Ｄ
内，ｗ＝０。

又由传导边界条件 （４）可知：在边界 Ｄ上，

ｕｓ＝０和ｕ
ｓ

υ
＝０。最后利用唯一延拓原理可知在Ｄ

内，ｕｓ＝０。
２２　解的存在性

定理２　 ［解的存在性］散射问题 （６）至少
有一个解ｗ∈Ｈ１ｌｏｃ（Ｒ

ｄ＼珚Ｄ）和ｕｓ∈Ｈ１（Ｄ）满足
‖ｗ‖Ｈ１（ＢＲ＼珚Ｄ）＋‖ｕ

ｓ‖Ｈ１（Ｄ）≤β‖Φ‖Ｈ１（ＢＲ）

其中β是一个不依赖于Φ但依赖于Ｒ的正常数。
证明　在方程 （２）和 （３）左右两边同时乘

以一个试验函数 φ，并利用 Ｇｒｅｅｎ公式和传导边界
条件 （４）可知，定义在ＢＲ内的总场Ｕ满足

∫ＢＲ＼珚Ｄ（珔φ·ＡＵ－ｋ２ｎ珔φＵ）ｄｘ＋
∫Ｄ（珔φ·Ｕ－ｋ２珔φＵ）ｄｘ－
∫ＢＲ珔φＴＵｄｓ－∫Ｄ

ｉ
η
［珔φ］·［Ｕ］ｄｓ＝

－∫ＢＲ珔φＴΦｄｓ＋∫ＢＲ珔φΦυｄｓ （７）

其中 Ｕ ＢＲ珚Ｄ
ｗ，Ｕ Ｄ ｕｓ ＋Φ，Ｔ∶Ｈ

１
２（ＢＲ）→

Ｈ－
１
２（ＢＲ）是 ＤｉｒｉｃｈｌｅｔｔｏＮｅｕｍａｎｎ算子 （见文献

［１］），［Ｕ］＝Ｕ＋ Ｄ－Ｕ
－

Ｄ定义为 Ｕ在边界 Ｄ

上的跳跃，Ｕ＋，Ｕ－分别定义 Ｕ∈ Ｈ１（ＢＲ＼珚Ｄ）和 Ｕ
∈Ｈ１（Ｄ）的迹。

因此，对于 Ｕ，一个自然的变分空间是

Ｈ１（ＢＲ＼Ｄ
－
），并且注意到若Ｕ∈Ｈ１（ＢＲ＼Ｄ

－
），则

８３
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Ｕ∈Ｈ１（ＢＲ＼珚Ｄ），Ｕ∈Ｈ
１（Ｄ），［Ｕ］ Ｄ ＝０和

‖Ｕ‖２
Ｈ１（ＢＲ＼Ｄ

－
） ＝‖Ｕ‖

２
Ｈ１（ＢＲ＼珚Ｄ）＋‖Ｕ‖

２
Ｈ１（Ｄ）

现在定义函数ａ１（Ｕ，φ）如下：

ａ１（Ｕ，φ） ∫ＢＲ＼珚Ｄ（珔φ·ＡＵ＋珔φＵ）ｄｘ＋
∫Ｄ（珔φ·Ｕ＋珔φＵ）ｄｘ－
∫ＢＲ珔φＴ０Ｕｄｓ－∫Ｄ

ｉ
η
［珔φ］·［Ｕ］ｄｓ

和定义函数ａ２（Ｕ，φ）如下：

ａ２（Ｕ，φ） －∫ＢＲ＼珚Ｄ（ｋ２ｎ＋１）珔φＵｄｘ＋
∫Ｄ（ｋ２＋１）珔φＵｄｘ－∫ＢＲ珔φ（Ｔ－Ｔ０）Ｕｄｓ

其中Ｔ０是Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ－ｔｏ－Ｎｅｕｍａｎｎ算子Ｔ的负定部
分，并且对于某一常数γ＞０，有

－∫ＢＲＴ０Ｕ珚Ｕｄｓ≥γ‖Ｕ‖２

Ｈ１／２
（ＢＲ）

Ｔ－Ｔ０∶Ｈ
１／２（ＢＲ）→Ｈ

－１／２（ＢＲ）是紧算子。于是，
可以把散射问题 （６）写成变分形式如下：求解 Ｕ

∈Ｈ１（ＢＲ＼Ｄ
－
）满足

ａ１（Ｕ，φ）＋ａ２（Ｕ，φ）＝Ｌ（φ），

φ∈Ｈ１（ＢＲ＼Ｄ
－
） （８）

其中Ｌ（φ）为式 （７）的右边，是一个有界的共轭
线性泛函，即

Ｌ（φ）＝∫ＢＲ珔φＴΦｄｓ＋∫ＢＲ珔φΦυｄｓ
然后，由文献 ［１］的思想，我们很容易证明：若

Ｕ∈Ｈ１（ＢＲ＼Ｄ
－
）是方程（８）的解，则ｗ Ｕ ＢＲ＼珚Ｄ

和

ｕｓ Ｕ Ｄ－Φ是散射问题（６）的解。再次由文献［１］

可知：ｗ可以唯一延拓到Ｒｄ＼珚Ｄ。
最后，利用迹定理、ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｔｚ不等式、

连续嵌入定理和对 Ａ，ｎ，η的假设可知：我们很容
易得到半线性形式 ａ１（·，·）是有界的和严格强制
的，半线性形式 ａ２（·，·）是有界的。因此，利用
ＬａｘＭｉｌｇｒａｍ引理和文献 ［１］的定理５１６可得解
的存在性。
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